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03 UNE SEXTIQUE HYPERBOLIQUE DANS P 3(C)
Julien Duval
Re´sume´. On construit une sextique hyperbolique dans P 3(C).
A hyperbolic sextic surface in P 3(C)
Abstract. We construct a hyperbolic sextic surface in P 3(C).
Une partie de P 3(C) est hyperbolique si elle ne contient pas de courbe entie`re,
i.e. d’image holomorphe non constante de C. La conjecture de Kobayashi dans
l’espace projectif stipule qu’une surface ge´ne´rique de degre´ ≥ 5 de P 3(C) est
hyperbolique. Elle a e´te´ de´montre´e pour les degre´s ≥ 21 par J.-P. Demailly et J. El
Goul [3]. Paralle`lement, et de manie`re plus modeste, un certain nombre d’auteurs
(voir les re´fe´rences dans [5]) ont cherche´ a` construire des exemples de surfaces
hyperboliques de degre´ le plus bas possible. A ce jour, la meilleure borne e´tait le
degre´ 8. Le but de cette note est de montrer l’existence de surfaces hyperboliques
de degre´ 6 :
The´ore`me. Il existe des sextiques hyperboliques.
L’argument est un raffinement de la me´thode de filtrage (percolation) de B.
Shiffman et M. Zaidenberg (voir par exemple [4]). La question se re´duit a` l’impos-
sibilite´ de faire passer une courbe entie`re par un filtre convenable du plan projectif :
on se rame`ne a` l’hyperbolicite´ d’un comple´mentaire de la forme P 2(C)\(Q∗∪C∗),
avec Q∗ = Q \ C′ et C∗ = C \Q′, Q,Q′ e´tant des coniques et C,C′ des cubiques
de P 2(C). La souplesse de choix de C′ et Q′ permet alors une seconde re´duction
a` l’hyperbolicite´ de P 2(C) \ (Q∪C). Celle-ci est connue si Q∪C est assez proche
d’une configuration plus de´ge´ne´re´e.
De´taillons cette approche.
Les deux ingre´dients principaux en sont le lemme de Brody [2] et la persistance
d’intersection. Le premier sera employe´ sous la forme suivante :
d’une suite de courbes entie`res, on peut extraire une sous-suite convergeant
(localement uniforme´ment apre`s reparame´trisation) vers une courbe entie`re.
La seconde s’e´nonce ainsi dans P 3(C) :
Typeset by AMS-TEX
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soit (Ln) une suite de courbes entie`res convergeant vers une courbe entie`re L et
(Sn) une suite de surfaces convergeant vers une surface S. Si L n’est pas contenue
dans S, alors Ln coupe Sn pre`s de tout point de L ∩ S pour n assez grand.
En les combinant, on obtient, dans nombre de cas, le fait que l’hyperbolicite´ est
une proprie´te´ ouverte pour les comple´mentaires. Par exemple :
Un cas d’ouverture. Soient S, S′ deux surfaces dans P 3(C) et U un ouvert de
S′. On suppose S ∩ S′ et S \ U hyperboliques; alors, pour toute surface Sǫ proche
de S, Sǫ \ U est encore hyperbolique.
Sinon, on produit une suite (Ln) de courbes entie`res dans Sǫn \ U convergeant
vers L dans S. Par hyperbolicite´ de S ∩ S′, L n’est pas contenue dans S′. Par
persistance d’intersection, puisque Ln e´vite U il en est de meˆme pour L. Ceci
contredit l’hyperbolicite´ de S \ U . 
Voici maintenant le principe de filtrage de Shiffman et Zaidenberg [4] :
Filtrage. Soient Si = (fi = 0) trois surfaces de degre´ di dans P
3(C) avec d3 =
d1 + d2. On suppose S1 ∩ S2, S1 \ (S2 \ S3) et S2 \ (S1 \ S3) hyperboliques. Alors
la surface Sǫ = (f1f2 = ǫf3) est hyperbolique pour ǫ petit non nul.
Sinon, on construit une suite (Ln) de courbes entie`res dans Sǫn convergeant
vers une courbe entie`re L. Celle-ci est dans S1 ∪ S2, donc par exemple dans S1.
Par hypothe`se, L ne peut eˆtre contenue dans l’intersection S1 ∩ S2. Donc, si L
coupe S2 hors de S3, par persistance d’intersection Ln en fait autant. Or Sǫn ∩S2
est contenue dans S3, contradiction. 
En raffinant cet argument, on s’autorise le controˆle d’un seul comple´mentaire :
Premie`re variante. On part des meˆmes trois surfaces dans P 3(C) avec de plus
d2 = md1. On suppose S1 ∩ S2 et S1 \ (S2 \ S3) hyperboliques. Alors la surface
Sǫ = (f1(f
m
1 + ǫ1f2) = ǫ2f3) est hyperbolique pour ǫ1, ǫ2 petits non nuls.
En effet, posons S = (fm
1
+ ǫ1f2 = 0). Par ouverture, l’hypothe`se entraˆıne
l’hyperbolicite´ de S \ (S2 \S3) pour ǫ1 petit non nul. Or S∩S2 = S∩S1 = S1∩S2.
Ainsi S \ (S2 \ S3) = S \ (S1 \ S3) et S1 \ (S2 \ S3) = S1 \ (S \ S3). Le principe de
filtrage s’applique donc aux surfaces S1, S et S3. 
En voici un analogue relatif laisse´ au lecteur (meˆmes notations) :
Deuxie`me variante. Soit de plus U un ouvert d’une quatrie`me surface S4 en
position ge´ne´rale par rapport aux trois premie`res. On suppose S1∩S2\U , S1∩S4\S2
et S1\((S2\S3)∪U) hyperboliques. Alors le comple´mentaire Sǫ\U est hyperbolique
pour ǫ1, ǫ2 petits non nuls.
La combinaison de ces deux variantes fournit la re´duction voulue :
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Lemme. Soient P un plan, Q,Q′ deux quadriques et C,C′ deux cubiques, en po-
sition ge´ne´rale dans P 3(C), d’e´quations respectives (p, q, q′, c, c′ = 0). On suppose
le comple´mentaire P \ (Q∗ ∪ C∗) hyperbolique, avec Q∗ = Q \ C′ et C∗ = C \Q′.
Alors la sextique S = (cǫ(cǫ + ǫ3c) = ǫ4(q
′)3), ou` cǫ = (p(p
2 + ǫ1q) − ǫ2c
′, est
hyperbolique pour ǫ1, ǫ2, ǫ3, ǫ4 petits non nuls.
En effet, notons Cǫ la cubique d’e´quation (cǫ = 0). La deuxie`me variante
entraˆıne que Cǫ \ C
∗ est hyperbolique pour ǫ1, ǫ2 petits non nuls : en prenant
S1 = P, S2 = Q, S3 = C
′ et U = C∗, il suffit de ve´rifier l’hyperbolicite´ de P ∩Q\C
et P ∩C \Q; or P ∩Q∩C contient 6 points, et toute courbe irre´ductible prive´e de 3
points est hyperbolique. Puis, par la premie`re variante applique´e a` S1 = Cǫ, S2 =
C et S3 = 3Q
′, on obtient bien que S est hyperbolique puisque Cǫ ∩ C est une
courbe de genre 10. 
Fabrication du filtre.
Reste maintenant a` satisfaire l’hypothe`se du lemme. C’est une question dans le
plan projectif P 2(C). Commenc¸ons par produire une conique Q et une cubique C
en position ge´ne´rale avec P 2(C) \ (Q ∪C) hyperbolique. Partons pour cela d’une
configuration de deux droites D1, D2 et d’une cubique C, en position ge´ne´rale.
Le comple´mentaire P 2(C) \ (D1 ∪D2 ∪ C) est alors hyperbolique d’apre`s [1]. Un
argument d’ouverture laisse´ au lecteur permet de de´former un peu D1∪D2 en une
conique Q, en pre´servant l’hyperbolicite´ de P 2(C) \ (Q ∪ C).
Puis on va percer les trous du filtre sur Q et C. Cela se fait en deux temps. On
perturbe d’abord de manie`re non ge´ne´rique Q,C en Q′′, C′′. On cre´e un ensemble
T de 6 trous dans Q∪C de´fini par Q∪C \T = (Q \C′′)∪ (C \Q′′), en pre´servant
l’hyperbolicite´ de P 2(C)\ (Q∪C \T ). Ensuite on perturbe ge´ne´riquement Q′′, C′′
en Q′, C′. On obtient maintenant les 12 trous voulus, en pre´servant l’hyperbolicite´
de P 2(C) \ (Q∗ ∪ C∗) (notations du lemme).
De´taillons la premie`re e´tape (la seconde, analogue, sera laisse´e au lecteur).
Notons x1, . . . , x6 les 6 points de l’intersection Q ∩ C. On perturbe Q en une
conique Q′′ en conservant les trois premie`res intersections avec C. On aura donc
Q′′ ∩ C = {x1, x2, x3, t4, t5, t6}.
Syme´triquement, on perturbe C en une cubique C′′ en conservant les trois dernie`res
intersections avec Q, donc
C′′ ∩Q = {x4, x5, x6, t1, t2, t3}.
Ici T = {t1, . . . , t6} est disjoint de Q ∩ C. Montrons que, si Q
′′, C′′ sont assez
proches de Q,C, le comple´mentaire P 2(C) \ (Q ∪ C \ T ) est encore hyperbolique.
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Sinon, on produit une suite (Ln) de courbes entie`res dans P
2(C) \ (Q∪C \Tn)
(avec des notations e´videntes) convergeant vers une courbe entie`re L. Remarquons
que la courbe Ln e´vite C pre`s de x1, x2, x3, et e´vite Q pre`s de x4, x5, x6.
Ve´rifions que L n’est pas contenue dans Q ∪ C : en effet, si elle e´tait contenue
dans C par exemple, elle couperait Q en l’un des points x4, x5, x6 (C prive´e de
trois points est hyperbolique); par persistance d’intersection Ln couperait encore
Q pre`s de l’un de ces points, contradiction.
Maintenant L doit couper Q ∪ C puisque P 2(C) \ (Q ∪ C) est hyperbolique.
Par persistance d’intersection et comme Tn converge vers Q ∩ C, L coupe en fait
Q∪C en un point de Q∩C. Donc, toujours par persistance d’intersection, Ln va
couper a` la fois C et Q pre`s d’un point de Q ∩ C, contradiction. 
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